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O TEOREMA DA DEDUCAO
Tassos Lycurgo
UFRN

No seu artigo titulado Research Studies in How Human Think About Algebra, Robert Davis
considera uma das questdes mais essenciais do estudo em ensino e aprendizado de matematica,
gual seja a de se levar em consideragao o que acontece na mente das pessoas quando elas pensam
em tal disciplina. No caso especifico da ldgica formal, que € um ramo da matemética, a mesma
pergunta se faz pertinente e, mais que isso, faz-se indispensavel para todo o questionamento no
caso em que se assume que o homem pensa logicamente as questdes formais.

A natureza do seu pensamento légico, apesar do aparecimento das légicas heterodoxas,
parece ndo poder fugir do escopo da ortodoxia logica. A razdo para tal, nada obstante, ndo concerne
as naturezas das questdes em si, mas, ao que parece, diz respeito a estrutura humana. Em outras
palavras, ndo é a légica que somente pode ser elabora de uma forma tal, mas sim é a estrutura do
homem que apenas o permite a pensar e a comunicar quaisquer légicas sob os pontos de vista da
l6gica classica, com a qual ele formula o seu discurso e, quica, 0 seu pensamento.

Sendo assim, pressupde-se que o homem pensa logicamente e, mais que isso, que tal Idgica
é classica e formal. Mas, vale ainda perguntar qual o principio fundamental que rege o pensamento
do homem na légica. Em uma tentativa de resposta a tal inquiricdo, poder-se-ia enveredar por
aspectos mais gerais do raciocinio, como faz Davis ao considerar as representagfes mentais e as
assimilacdes de paradigmas. Aqui, contudo, tentar-se-a tomar como modesto compromisso a
apresentacdo do teorema da deducgdo, que, como se sabe, € responsavel por grande parte do
raciocinio formal humano e, em uma postura mais radical, pela totalidade do pensamento valido.

Eis, portanto, o teorema da deducéo:

Formulagéo:

Se G é um conjunto de formulas bem formadas (fbf),
a e b sao fbf, e

G,a0Ob,

entéo

GOaEhb.

Em particular, se a Ob, entdo0a E b.

(ver Mendelson, pp. 32-3)

Prova:

Provar-se-4 que G 0 a E b, para todo i inteiro positivo, tal que 1 £ i £ n, tomando-se como base a
suposi¢éo de que by,..., b, prova b a partir de G E {a}, onde b,= b. A metodologia para tal serd a o
uso da indugdo matematica em i, onde i 1 Z", (inteiros positivos) e se corresponde biunivocamente

com o conjunto das linhas do comprimento de prova de b.

Ou seja, a partir de uma prova de b do tipo:

1) G
2) a

3) b,
4) -
5) b,

Provar-se-a que GOa E b,onde 1 £i £n.
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Metodologia:

Para tal prova, faz-se mister que primeiramente se provem o0s passos da indugdo matemética, a
saber:

1) a base da indugéo;
Il) a hip6tese indutiva e
Ill) o passo indutivo.

Ferramentas:

Em tais provas, contudo, utilizar-se-80 dois axiomas do sistema de Mendelson, largamente
utilizados em outros sistemas axioméaticos, um lemma e uma proposicao. Ei-os, respectivamente:

TI)AE (BE A)

T2) (AE(BEC)E ((AEB)E(AEQCQ)

T3) O (A E A); ou seja, de qualquer formula A, pode-se obter outra, tal que A E A.
T4) Em resumo, uma substituicdo em uma tautologia, mantém -na uma tautologia.

Utilizar-se-do também as seguintes noc¢fes de conseqiiéncia como propriedades simples:

N1) GE b se e somente se GOb; e
N2) Ob se e somente se G b.

Por fim, como regra de inferéncia, utilizar-se-4 o Modus Ponens (MP), segundo o qual, (AE B), A
B

Demonstragéo:

Assim sendo, note-se que G a Ob;, se e somente se:

a) b, é umafbfde G
al)i=1;
a2)l<ifn

b) b, é um axioma de L;
b.1)i=1,
b.2)1<ifn;

C) bé a.
c.l)i=1;
c2)1l<ifnm

d) b, é uma consequéncia por modus ponens (MP) de algum b; e by, onde j <i, m <i, e bytem a

forma by E b;.

Note-se que o propésito das situacdes (a.l), (b.1) e (c.1) é provar (I), ou seja, a base da indugdo
matematica. Por sua vez, (a.2), (b.2) e (c.2) provara (Il), a hipétese indutiva. (I) e (Il) serdo aplicados
em (Ill), o passo indutivo da nducdo matematica, que sera provado por (d). Vale salientar que o
principio da indu¢éo matematica tomaréa a seguinte forma em (d): by, b; E b Ob;.

I) A base da indugao:

I.1) Dividir-se-4 o caso (a), no qual b; € uma fbf de G, em duas partes: a.1) situacdo na qual i =1; e
a.2) situacdo naqual 1 <i £n.

Para a situacéo (a.1), tem-se que:

1) b, Premissa
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2) 0Ob; 1-(ND)
3) GOb 2 - (N2)
4) b,E@ED) (T1)

5 0Ob,E@EDh) 4- (N1)
6) GOb,E(@EDb) 5 - (N2)
7) GO@Eh 1,6-MP

Desta maneira, por 1-7, Prova-se que a partir de G a O b, obtém-se GOa E b,.
A situacao (a.2) sera considerada em (l1).

1.2) Dividir-se-4 o caso (b), no qual b; ¢ um axioma de L, em duas partes: b.1) situa¢éo na qual i = 1;
e b.2) situacdonaqual 1 <if n.

Para a situacéo (b.1), tem-se que:

1) b, Axioma
2) 0Ob, 1- (N1)
3) GOb 2-(N2)
4) b,E@EDb (T1)

5 0Ob,E@Ehb) 4- (N1)
6) GObE(@EDb) 5- (N2)
7) GO@Eb 1, 6-MP

Desta maneira, por 1-7, Prova-se que a partir de G a Ob, obtém-se GO a E b;.
A situacao (b.2) sera considerada em (ll).

1.3) Dividir-se-4 o caso (c), no qual b; é a, em duas partes: c.1) situacdo em que i = 1 e c.2) situacao
emque 1 <i£n.

Para a situacao (c.1), em que b, € a, ou seja, em que i =1, tem-se que:

1) a Premissa
2) G0Oa 1-(N2)
3) GO@Ea) (T3)

4 GO@EhD 3-(T4)

Desta maneira, por 1-4, Prova-se que a partir de G a O b, obtém-se GOa E b,

A situacgdo (c.2) sera considerada em (Il)

Veja-se que por (a.1), (b.1) e (c.1), prova-se (l), ou seja, a base da inducao.

Il) A hipoétese indutiva:

Os casos (a.2), (b.2) e (c.2), sdo provados pelas provas (a.1), (b.1) e (c.1), respectivamente, apenas
substituindo by por b;. De maneira que se prova que a partir de G, a [ b, obtém-se G0 a E b, Desta
maneira prova-se (Il), ou seja, a hipétese indutiva.

Ill) O passo indutivo:

I11.1) Para a situacéo (d), na qual b;, onde 1 <i<n, é uma conseqiiéncia por modus ponens (MP) de
algum b;e by, onde j <i, m <i, e bptem a forma by E b, assume-se que G a E bypara qualquer k <

i. Desta maneira, obtém-se por hipétese indutiva (H1) e (H2), onde (H1) é GOa E be(H2)éGOa E
(b; E b). Assim sendo, tem -se que:
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1) GoakEb por (H1)

2) GOaE([BEHbD) por (H2)

3) (@E(EDb)E(@Eb)E(@ED) (T2)

4) GO(@E (OEDB)E (@Eb)E @Eb)) 3 -(N1)

5 GO@Eb)E@ED) 2,4 - MP
6) GO@ED 1,5 MP

Desta maneira, por 1-6, Prova-se que a partir de G a Ob, obtém-se GOa E b,

I1.2) Note que o caso em que i = n é considerado em (lll). Para tal, apenas considere que b, onde i =
n, € uma cqnseqUéncia por modus ponens (MP) de algum b;e by, ondej<n, m<n,e b,tema
forma b, E b,. Assuma que GO a E bypara k < n. Desta maneira, obtém -se por hipotese indutiva
(H1) e (H2), onde (H1) é GO a E by e (H2) €GOa E (b E b,). Assim sendo, usando o esquema
de prova em (lll) obter-se-4 na linha (6): GO (@ E b,).

Concluséao:

Conclui-se, portanto, que se é o caso que o homem pensa logicamente e que tal pensamento é
sempre ortodoxo, uma das ferramentas mais usadas em seu ato de pensar é a deducdo, que se
considerou neste modesto trabalho.
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